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Calcul des facteurs de diffusion polycentriques 
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The evaluation of multi-center scattering factors is considerably simplified when an ex- 
pansion in terms of Gaussian functions is substituted to the usual basis of Slater functions. 
Analytic expressions of such scattering factors are given: "point" values and average values. 
A numerical example allows comparison of the results with those obtained by another method. 

L'6valuation des faeteurs de diffusion polycentriques se trouvc consid6rablement simplifi6e 
lorsqu'on substitue s la base usuelle des fonctions de Slater, ua d6veloppement en termes de 
fonctions Gaussiennes. On donne les expressions analytiques de ces facteurs de diffusion: 
valeurs ((ponetuelles)) et valeurs moyennes. Un exemple num6rique permet de confronter les 
r6sultats obtenus avec eeux issus d'une autre m6thode. 

Die Berechnung yon Mehrfach-Streufaktoren vereinfacht sich betr/~chtlich, wenn man eine 
Entwicklung naeh Gauf3funktionen an Stelle der fiblichen Slaterfunktionen vornimmt. Analy- 
tisehe Ausdriicke solcher Streufaktoren werden angegeben, und zwar sowohl fiir punktuelle als 
auch gemittelte Werte. Ein numerisches Beispiel zum Vergleich der Ergebnisse mit denen eines 
anderen Verfahrens wird angefiihrt. 

I. Introduction 

Le calcul  des int6grales po lycent r iques  reste l ' un  des probl~mes les plus  a rdus  
de lu Chimie Th6orique.  I1 convient ,  toutefois ,  de remurquer  que la  p lupur t  des 
dffficult6s rencontr6es sont  li6es uu choix d 'une  base  de fonct ions part icul i~re.  

I1 est  depuis  long temps  reconnu que les orbi ta les  de Sla ter  cons t i tuen t  un  out i l  
en g6n6ral b ien  adap t6  aux  probl~mes mol6eulaires;  cependunt ,  l ea r  u t i ] i sa t ion 
appor te ,  t o u t  au  moLas duns sa vers ion originale,  un  nombre  consid6rable de diffi- 
cult6s. 

Si  les int6grules b icent r iques  peuven t  ~tre 6vulu6es sans t r op  de probl6mes,  it 
n ' en  est  p lus  de m~me pour  des int6grules t r i  ou t6 t ra-eent r iques .  Des approehes  
u t i l i sunt  un  formal isme te l  que celui des fonet ions ((Z~ta)) [4] p e r m e t t a n t  de se 
ramener  ~ des culeuls p u r e m e n t  monocent r iques  n 'uppor~eraient ,  en effet, qu 'une  
pr6eision sans commune mesure  uvee lu difficult6 et  lu len teur  duns la r6solut ion 
r igoureuse qu'el le  impl ique.  

BoYs, l ' un  des premiers  [2], u propos6 de rem6dier  ~ ces inconv6nients  en intro-  
du isunt  les orbi tules  Guussiennes. Cependunt ,  clans su vers ion pr imi t ive ,  cet te  
approche  ne p e r m i t  pas  l ' ob ten t ion  de r6sul tuts  tr~s sat isfuisunts.  Cela pouvu i t  
6tre u t t r ibu6 ~ la l imi ta t ion  de lu base utilis6e. E n  effet, les t r uvuux  p lus  r6cents 
[3--7]  sur  des bases 61argies semblen t  ~tre des plus eneourugeants .  
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Dans cat esprit, une 6rude de l'@cole Japonaise  [9 - - i0 ]  a permis de juger de 
l 'exeellente approximat ion  que constitue le d6veloppement  des orbitales de Slater 
(STO) sar  une base de Gaussiennes (GTO) par  une m6thode de moindres carr6s. 
Ces r6sultats semblen~ d'Mlleurs sugg6rer qu 'une  telle approximat ion peu~ sans 
danger  se snbst i tuer  ~ la STO d'origfl~e don~ le ehoix dans nn probl~me mol6eulMre 
ne proeSde en fair qua de eonsid6rations assez empiriques. 

Dans ca contexte,  l '6valuat ion des faeteurs de diffusion polycentriques en 
termes de STO passe par  le probl~me de la r6solution de telles quantit6s en termes 
pins simples de GTO [6]. 

II .  Evaluation des int6grales polyeentriques relatives ~ une position 
partieuli~re du vecteur de s diffusion 

Les int6grMes* in tervenant  dans l '6valuation des intensit6s de diffusion X sont 
du genre : 

Z~ ) (~a, 13, m3, ~'b3) Z(~ ) (0r la' m4, n4) ( I I d )  

avee, par  example, pour  ZA(~I, 11, ml ,  nl), G T O  eentr6e sur A 

ZA (6r ml, hi) = e - ~ ~  x~ y ~  z~ I (II-2) 

pA vecteur de eomposantes XA, yA e t  ZA. 
Le facteur de normalisat ion es~ donn6 par  

22(z+m+n)+a/2 az+~+'+'/, ~'/, 
i~(~, l, m, n) : (2l - i)!! (2m - I)!! (2n -- 1)!! ~'/,J (II-3) 

avee ( 2 l - -  l ) ! !  = ~.3 . . . ( 2 / - -  1). 
I~ons utiliserons la propri6t4 fondamentale  [8] des fonetions de Gauss, qui per- 

met  d'6crire : 

e-r . e-~'~e ~ = e--(~'~'~A'B~/v) . e-~q~ (II-4) 
&VeO 

~ p =  ~ - P  
P = (~1.4 + o~ B ) / 7 .  

D'au t re  pa r t :  ~A = QP + ZIP soit xA = xp + A P x .  
Alors:  

11+/~ 
x~ x~ = (xp + A-fix) h (xp + B-fix) z* = ~ /a(l 1, 12, AP:~, B P x )  xap . (II-5) 

t~=0  

Expr imant ,  d ' au t re  pa r t :  

~ ) l i  = ~)2 - -  ~ 1  = [~Q(2) + Q] -- [~)p(l) + P ]  ---- ~Q(2) -- ~p ( l )  + P Q .  (II-6) 

D F S appara l t  comme le produi t  des deux expressions mono61eetroniques M F S 

* Les notations utilis6es auront le sens suivant: 
D F S: int6grale bi61ectronique; 
lYI F S: int6grale mono61ectronique; 
d F S: int6grale 616men~aire relative aux valeurs moyennes. 
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D 1~ S = M F S* (1) M F S (2) d k s ' N  (II-7) 

off M F S (t) s'6erira : 

li+l~ mi+m 2 nl+n~ 
F S (l) = ~= ~ E /a(ll , 12, A P x ,  BPx) ' /b (ml ,  ms, A P y ,  B P y ) .  

a~0 b=O c=O 
+co 

/V(~l, Tb2, APz ,  B P z ) . e - ~ ,  x-~eD', ; ; ~  dx dy dz d ks'q x a y b z  r e -~'1~' . (II-8) 
--OO 

Si l 'on tient compte du fair que 
+co 

\ ii . . . .  

avec 
= 2 s~ + s; s :  (sx, sy ,  s~); s ~ s ' s  = s~ + ~. 

Ha(t) 6rant la fonction d ' t Iermite  d6finie par 

da [al2l ( _1)~ (2t)a-2~ 
Ha(t) = (--1) a et2~/ye -~ = a! ~ ~.(~ 2 2 ~ !  (II-10) 

[a/2] signifie pattie enti@re de a/2. 
L'expression (II-8) de M F S (1) s'6erit alors : 

( - ' F  - e--'~2AB'I~" " e--~[ ' lT'  ~.. ~ [a (/1,12, A P x ,  BPx). ~ F S  (1)= \ ~ /  ~,b,~,~.t 

(- i)~+~+~ (i)o+~+0 
[b(m~, ms, A Py, BPy) �9 ]c(n~, ns, A i~, BP~) r! (a- 2r)! s! (b - 2s)! ~! (c- 20! 

1 l'~+~,+c - r -~ - t  t da_~r d~_~s ~-2t ( I I - l l )  
~-~/ 2,+b+~ dz 

ou l 'on a pos4 ks = d d 2 = / ~ .  
Le probl8me des int~grales relatives a une position particuli~re du vecteur s de 

diffusion dans lo r6f@rentiel g@n@ral reQoit ainsi une r4ponse simple. 

I l l .  Calcul des valeurs moyennes 

Lorsque les syst6mes diffusants peuvent  gtro suppos6s r6partis au hasard, la 
quantit6 physique importante devient d6s lors la valeur moyenne des expressions 
telles que D F S. 

Le probl6me central est alors eelui du caleul d'int6grales du type 

dFS = ~ sin OdO clio e -iks" N dl d~ dl ~ (III-1) 
O 0 

avec 

dz = k sin 0 cos ~0 
dy = ]c sin 0 sin ~o 
d~ = k cos 0 .  

D'autre  part :  

- ~ ~ (a) P,(cos 0') e+iks. ~ = e+ia cos 0, _ (i), (2v + i) Jv+l& 
V=0 

26 Theorem, china. Acta (Berl.) Vol. 9 

( m - 2 )  
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uvec a = k I P Q  ] et  J.+~/=(a) fonction de Bessel d ' indiee demi-entier.  

On obt ient  uinsi pour  dFS 

d i s  = i sin OdO dqD (i), (2~ + t) (sin O cos I )  u (sin O sin 9~) v. , ,  
0 O 

cos  P,(eos J,+,/= ( m 3 )  

+~ 

Pv(COS 0') = ~ l~ 0) P~(COS O) (~ -i~i): ~,=-, (~ + I~]) ! d~(~-~) , ( I i I -4)  

0 et  q~ rep6runt  le vec teur  P Q  duns le r6f6rentiel g6n6ral. 
St, de plus, l 'on  t ient  compte  des l imitat ions sur les valeurs  possibles des indices 

suvoir:  

v _ < u + v + w  o_<[t,t_<z~+v v + u + v + w p u ~  ~ + u + v p u ~  (11I-5) 

]u s~rie in t rodui te  se l imite en fair  ~ quelques te rmes :  

dFS-- = ~ t  - ~  ku+v+w ~ (i), J,+~l,(a). (2~ + i ) .  . .  
y=O 

u+, (" - I~])! A(u, v, w, v, #). B(u, v,l~). P~(eos  O) e - ~  (III-6)  
/~=- (u+v)  

o~vee  

A(u, v, w, ~,~) = i 
0 

2~ 

B(u,  v, #) = 

o 

expression dont  le culcul est  explicit~ en uppendice.  

sin OdO P~(cos 0) sinU+VO cosW0 

d~ cos u ~0 sinV W e ~  (I I I -7)  

IV. Application num6rique 

Nous prendrons  pour  exemple  1~ calcul de l ' int6grale bicentr ique 

(lSA 2SB I e iks'ql~ IISA 2SB~ pour  laquelle nous disposons d6j~ d 'un  ensemble de 
valeurs  issues d 'un  calcul pr6c6dent par  lu m6thode de lu fonction ZStu [4]. 
L '6vuluut ion d 'une int6grule polycentr ique ne pr~sente,  en fuit, uucune difficult6 
suppl6mentuire .  

L 'express ion  des STO en t e rmes  de GTO utilise les r~sultuts r@eents [9] d6ter- 
min6s pa r  lu m6thode des moindres  carr~s et  donnan t  les valeurs  num~riques des 
coefficients c~ et  ~ relatffs uux d6veloppements :  

27 

T~, , ,~  (~) = 5 ct ~ . , , , , , m ,  (~ ' ~ )  ( IV-l)  
i = l  

~nS,~.m (~) repr~sente ici une STO norm~lis~e . 

La  GTO u pour  expression 

~ Z , m  (~) = 2n+1 [(2n -- t ) ! ! ]  ~/~ (2~) - ' / '  cr e - ~  ~ Yz,ra (0, q)) �9 (IV-2) 
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Tableau. (Les valeurs numdrique~ du tableau ci-dessus sont ~ multiplier par un /aeteur t0 -r 

q = u.a. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
Approximation 

N = 6 9,575 8,550 6,162 

N = 8 9,748 8,664 6,189 

_N" = 10 9,762 8,668 6,185 

D6veloppemeng 
monocentrique 9,75 8,66 6,19 

3,717 1,986 0,999 0,495 

3,720 t,998 1,010 0,499 

3,721 1,999 t,009 0,499 

0,247 0,125 0,064 0,034 

0,248 0,125 0,065 0,035 

0,248 0,125 0,065 0,035 

- -  2,00 - -  0,498 - -  0,126 - -  - -  

L' int6grale consid~r6e s'~crit ainsi 

2g 

<ISA2SBle ills'~ I lSA2SB~ = ~ CiCiCkCl (~lfll~Icfll)'/'... 
i ,  1, ~, l = i  

jo(X) = sin z /x  

Les r6sultats sont r6sum6s dans le tableau suivant  off les diff6rentes approxima- 
tions relatives s des valeurs croissantes de N dans (IV-I)  sont compar6es. 

Au  vu de ces quelques r6sultats numgriques, nous pouvons  constater  un  accord, 
en g6n6ral, satisfaisant. La  pr6cision obtenue n'est ,  d'aflleurs, tr ibutaire que de 
l ' approximat ion dans le d6veloppement de la STO, la nature  des ealculs num6ri- 
ques se prg tant  ais6ment, dans t o u s l e s  cas, s la programmation.  D 'au t re  part ,  
cette nouvelle m6thode permet  l '6valuation, sans plus de difficult6s que pour  mae 
valeur faible du paramgtre  de diffusion, des intggrales eorrespondant  s une valeur 
q de l 'ordre de t0 u.a., ce qui ne pouvai t  6ire atbeint par  la m6thode monocentr ique 
qu 'au  prix d ' un  temps de caleul tr~s long. I1 apparai t  donc que la ggn6ralisation de 
ces ealeuls au cas polycentrique constitue une grape d6sormais possible. 

Appendice I - -  Calcul des coefficients A (u, v, w, v, p )  

On peut  gerire, [5]; p~l (cos 0) = hr~ P,-t~I (cos 0) sin I~1 0 ou N~ est nne 
constante.  

P,-I~l (cos 0) grant  un polyn6me de degr4 ~ - I # J en cos O, les A(u,  v, w, ~, #) --- 
y~ 

N~ f sin OdO sinU+V+l~10 cosW0 P~-t~I (cos 0) non nuls seront ceux correspondant  ~: 
0 

u A- v A- ~t pair 
u- - /~  + w pair  

ce qui entraine & fortiori v + u + v + w pair. 

La  premiere condition montre  que sin u+v+l~t 0 est d6veloppable en un poly- 
nSme en cos 0 de degr6 u -k  v A- I#  I, il s 'ensuit  que v - -  i u [ < u A- v A- I/~ I A- w 

26* 
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+i 

quelque soit /~ soit done v _< u + v + w puisque f Pn(z) q~(z) dz = 0 pour  ~0(z) 
--1 

polynSme de degr6 inf6rieur s n [1]. 
On retrouve ainsi  les condit ions ( I IL5) .  
En explicitant : 

P~'(oos O) 

avec 

( 2 n -  l ) ! !  = i .3.5 . . . .  (2n -- l)  

(2n) !! = 2.4 . . . . .  2n 

fl s 'ensui~ que : 

[0 , - I  ,u I)121 
A(u ,  v, w,~,,[~)= 

a v e e  

( -1)~ (2v)! 22v+1p! (p + q)i (2q)! 
2~vl (2v - 1)!! (2i)!l (v - ]#1 - 2i)! (2p + 2q + l)!q! 

2q=~- t/~I+w-2i. 

Appendiee I I  - -  Calcul des coefficients B (u, v, p )  
2~ 

B(u, v, #) = t dcf cosU ~ sin v ~ duv d~ tt >_ 0 $ 

0 
Si nous  raisons le changement  de variable dv = z 

c o s ~ = � 8 9  z +  s m ~ = ~  z -  d ~ 0 = - - - . z  

On peu t  6erh-e : 

G' 

off C est le eerele de rayon  unit6.  
La fonetion ~ int6grer possgde le p61e d 'ordre # - u -- v - I (z = O) et nous  

obtenons  la derni~re condi t ion (III-5)  : 

B(u,v,/~)=O s a u f s i  [# < _ u §  

Le terme a-1 de la s6rie de Lauren t  est de plus 

(g+u+v)]2 

a_~(u, v,~) = Z 0(2 +~+~)1~-~ Oi ( - t ) ~  
s=O 

les Cn m 6rant  les coefficients du binSme et  

2z  
B(u,  v,/~) = 2~+~ i. a-~ (u, v, ~) . 
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